






































































{  y0=y1−y0 y1=y2−y1⋮
 yn−1=yn− yn−1
} 第一差分　　　 { 
2 y0= y1− y0
2 y1= y2− y1
⋮





n−1 y j (2.1)
2
図 2.1: 関数 y= f  x の離散化
 2.4. 差分の種類
　ここではその種類と差分の方法について説明する。


















 関数 f x  が閉区間[a,b]で n-1回微分可能で、開区間(a,b)で n回微分可能なとき、次の
Taylor展開が成立する









b−a n⋯  (2.2)
(a)前進差分
　(2.2)式において　 b=x x , a=x とすると次式のようになる。
 f x x = f x 
f 1x 
1 !






 x 3⋯ (2.3)
上式を変形すると
 f 1x =










 x 3⋯} (2.4)
(2.4)式の第二項は誤差とみなすことができる。したがって(2.5)式は以下のように近似できる。
f 1x ≈ f x x − f x 
 x  (2.5)
(b)後進差分
　(2.2)式において　 b=x− x , a=x とすると次式のようになる。
f x− x = f x  f
1x 
1 !
− x  f
2x 
2 !
− x 2 f
3x 
3 !
− x 3⋯  (2.6)
上式を変形すると
 f 1x =




 x { f
2x 
2 !
− x 2 f
3x 
3 !
− x 3⋯} (2.7)
(2.7)式の第二項は誤差とみなすことができる。したがって(2.7)式は以下のように近似できる。
f 1x ≈ f x − f x− x 
































































 x − f x−1
2
 x = f
1 x
1!































{ f 3x 3 !  x 2 f
5x 
5 !










これらの式から前進差分、後進差分の誤差は  x のオーダーで与えられ、中央差分の誤差は  x 2 の
オーダーで与えられることが分かる。  x≪1 であるため誤差は
 x 2 のオーダーで与えられる中央差分がもっとも誤差が小さい。
以降の計算では誤差の最も小さい中央差分を用いることとする。
 2.5. マクスウェルの方程式
電界を E[V /m ] 、磁界を H [A/m ] 、電束密度を D [C /m2 ] 、磁束密度を B [T ] とし、
さらに電荷密度を  [C /m 3] 、電流密度を J [C /m2] とすると微分系のマクスウェルの方程式は次式のよう
になる。
∇×E r , t =−
∂B r ,t 
∂ t  (2.15)
∇×H  r ,t =
∂ D  r , t 
∂ t
J  r , t  (2.16)
∇×D r , t= r , t   (2.17)
 ∇×B r , t =0 (2.18)
FDTD 法においては
(2.15)式および(2.16)式のみを基本方程式として使用する。
媒質を均等、非分散性として(3.1)式と(3.2)式に構成方程式 B r , t =H  r , t  、














































 ∂H y∂ x −∂H x∂ y − E z  (2.26)
 2.6. 一次元問題
 2.6.1. 電磁界の更新式























∂ x  (2.31)












 x [E z
ni1−E z
n i]  (2.32)
E z
n1i =E z
ni   t







































 ∂∂ x−1c ∂∂ t E z=0  (2.35)















∂ t  (2.38)
































































n i]  (2.43)
(2.42)式、(2.43)式はそれぞれ後進波と前進波を表している。















nimax ]  (2.45)
 2.6.3. 解の安定性
(2.34)式の一次元の波動方程式を時間ステップ  t を用いて z に関して差分近似を行うと次式が得られる。







Eni =n e− jkx∣x=i x  (2.47)
ここで、 k=2/ は波数、  は振幅、  x はセル寸法を表す。この場合、この解は振幅  の値に
よって発散、収束または振動することになる。
この振る舞いを考えるため、まず(2.46)式を(2.47)式に代入する。
e− jki x2−21c t 2 =e− jki xxie
− jk x−2 e jk x






[2cos k x −2]= 
c x 2 [2{1−2sin2 k x2 }−2]  (2.49)
となり、  について整理すると
2−2[1−2c t x 
2
sin2 k x
2 ]1=0  (2.50)












となり、もし ∣∣1 ならば解は発散し、不安定となる。 ∣∣1 となるのは ∣A∣1 の場合だけなので、以下
のような条件のとき解は不安定になる。
c t x  →不安定    (2.53)
一方 ∣A∣≤1 では収束する安定な解となり、その条件は c t≤ x であることが分かる。
さらに、
∣∣=∣A j 1−A212∣  (2.54)
は振動する解となり、一次元における安定条件は
























































r 00 D xD t= 1r Z0 D xD t  (2.62)
が得られる。
8
ただし、 Z 0=00=120 ：空間のインピーダンス
また、
c t− x=2c0  1Dt− 1D x   (2.63)
c t x=2c














































































=−1 ∂ Ez∂ y   (2.74)
∂ Hy
∂t
=1 ∂ Ez∂ x   (2.75)
ここで、差分点 x ,y,t=i,j,n12  で(2.73)式を中央差分を用いて展開する。
E z
n1i ,j −E z
n i ,j 
t



















































,n  . i
1
2
























































































































0= ∂∂ x 1c2 ∂2∂t2− ∂2∂ y2  ∂∂ x− 1c2 ∂2∂t2− ∂2∂ y2 Ez
= ∂∂ y 1c2 ∂2∂t2− ∂2∂ x2  ∂∂ y− 1c2 ∂2∂ t2− ∂2∂ x2 Ez
(2.85)











D x− 1c2 Dt2−Dy2Ez=0  ・・・x方向の後進波  (2.86)
D x1c2 Dt2−Dy2Ez=0  ・・・x方向の前進波  (2.87)
  Dy− 1c2 Dt2−Dx2Ez=0  ・・・y 方向の後進波    (2.88)
Dy 1c2 Dt2−Dx2Ez=0  ・・・y 方向の前進波  (2.89)
11
解析領域を 0≤x≤i max 、 0≤y≤j max としたとき(2.86)式は x=0 面での吸収境界条件、(2.87)式は
x=imax 面での吸収境界条件、(2.88)式は y=0 面の吸収境界条件、(2.89)式は y=j max の吸収境界
条件にそれぞれ対応している。
ここで、(2.86)式〜(2.89)式を以下のように変形する。
D x− Dtc 1−Sy2Ez=0  (2.90)
 D x Dtc 1−Sy2Ez=0 (2.91)
Dy−Dtc 1−Sx2 Ez=0 (2.92)

























































































= 1t [ E zn
1











x  t [{E z





n 0,j E z
n10,j 
2 }
−{E zn 1,j E zn−11,j 2 −E z
























































n 0,j E z
n 1,j 
2 }






n10,j −2 E z
n 0,j E z
n−10,j E z
n11,j −2E z
























= 1y [E z
n 1
2




















n 0,j E z
n 1,j 
2 }






n 0,j 1 −2E z
n 0,j E z
n0,j−1E z
n 1,j1−2E z





















{E zn 0,j 1−2E zn 0,j E zn 0, j−1E zn 1, j1−2E zn 1,j E zn 1,j−1}
 (2.102)
上式を規格化するために整理すると
0=c tx {E z
n11,j −E z
n1 0,j −E z
n−1 1,j E z
n−10, j }






{E zn 0,j1−2E zn 0,j E zn 0,j −1E zn 1,j 1−2E zn 1,j E zn 1, j−1}
 (2.103)
以上の式を以下の 3 式を用いて規格化を行うと
   Dx≡
0
 x  ・・・x方向の１波長あたりの分割数   (2.104)
Dy≡
0
y  ・・・y 方向の１波長あたりの分割数 (2.105)
Dt≡
T
























































































































































図 2.6: 吸収境界条件 図 2.7: 角の吸収境界条件































= 1x 't [{E zn 1,1E zn1 1,12 −E zn 0,0E zn10,02 }



































































x 't [{E zn1 0,0E zn1 1,12 −E zn 0,0E zn 1,12 }

























































































左辺第三項においては、 y' 方向の第 2 差分を求める必要があるが、第 2 差分を求めるためには解析領域外

































y'=x '=y2 x2  (2.117)
また、(2.104)式、(2,105)式より












































































DN {Eznimax,1−Ezn imax−1,1−Ezn imax,0Eznimax−1,0}
 (2.122)













DM {Ezn 1,jmax−1Ezn0,jmax }
DN {Ezn 0,jmax−1−Ezn1,jmax−1−Ezn0,jmaxEzn1,jmax }
 (2.123)
・ x ,y=imax ,jmax での吸収境界条件






,n  で展開し、 E z





DM {Ezn imax−1,jmax−1Ezn imax,jmax}
















 ∂E y∂x −∂E x∂y   (2.127)
∂ E x
∂ t








= 1  ∂H y∂x −∂H x∂ y  (2.130)
以上の式を差分化するにあたり各成分の Yeeセル上の配置は以下のようになる。




2 ,n  で展開すると
Hx
n 12 i , j12 ,k
1
2 =Hx


















(2.126)式を差分点 x, y , z ,t =i12 , j ,k
1
























Dt {Exn i12 , j , k1−Exni12 , j , k}
(2.132)
(2.127)式を差分点 x, y , z ,t =i12 , j
1
2 ,k,n  で展開すると
Hz
n 1




















Dt {Eyn  i1 , j12 , k−Eyni , j12 ,k}
 (2.133)






2 , j , k=Ex






n12 i12 , j
1
2 ,k−Hz





















Eyn1 i , j
1
2 , k=Ey






n12 i, j12 ,k
1
2 −H x

















(2.130)式を差分点 x, y , z ,t =i, j ,k12 ,n
1
2  で展開すると
E zn1 i , j ,k
1
2 =Ez






n12 i12 , j ,k
1
2 −Hy


















 2.8.2. PML(Perfectly Matched Layer)
一次元問題、二次元問題では吸収境界条件として比較的容易な Mur の吸収境界条件を使用したが、精度の面
で問題があるため三次元問題では PML（Perfectly Matched Layer)についての解説を行う。
Mur の吸収境界条件は所謂 D_abc(Differentinal-based-absorbing boundary condition)というものでこれは吸収境
界上において反射がないという近似的な微分方程式によって導かれたものである。





　次に PML の理論について述べていく。図 2.12 のように真空中から平面波が入射する場合を考える。

























しかも  ,∗ を大きくすればすぐに減衰する。したがってこのような媒質で解析領域を囲めばよいということが分
かる。しかし、斜め入射の場合(2.139)式を満たしても反射係数は 0 にならない。そこで Berenger は新たな導電率、
導磁率を導入し斜め入射に対してもマッチング条件式(2.137)式、(2.138)式が満足されるような非物理的な媒質
を考案した。これを PML という。
PML を用いる場合、例えば E z 成分であれば




E x=E xyE xz
E y=E yxE yz
E z=E zxE zy}
H x=H xyH xz
H y=H yxH yz








































































































 y E xy=
∂H z




 z E xz=−
∂ H y




 z E yz=
∂H x



















ただし、 E x=E xyE xz , E y=E yxE yz ,E z=E zxE zy




















































































































































, j ,k 

2t
















, j ,k =
2r 0− z t




, j , k 
− 2 t














n1 i , j1
2
,k =
2r 0− z t
2r 0 z t
E yz





2r 0z zt z [H x
n1












n1 i , j1
2
,k =
2r 0− x t
2r 0 x t
E yx
















, k ] (2.169)
E zx
n1 i , j ,k 1
2
=
2r 0− x t
2r 0 x t
E zx































2r 0 y y t y [H x
n 1






























まず図 2.13 のように L層の均質 PML に平面波が角度  で入射する場合を考える。
Z方向の導電率の最大値を max とおくと PML領域の導電率の分布は以下の式で表される。
  z={max[ L z−zL z ]
M
; zL z
0 ; L zzNz−L−1 z





 x={max[ L x− xL x ]
M
; xL x
0 ; L x xNx−L−1 x





図 2.13: 多層 PML媒質
 y={max[ L y− yL y ]
M
; yL y
0 ; L y yNy−L−1 y






 ∣R∣≈exp[−2max L zM10 c cos] (2.176)
この式を用いて L ,M ,max を決定する。
(2.176)式を見ると式中に入射角  が用いられているため任意の入射角に対してパラメータを決定できないた
め、入射角 0°を基準にパラメータを決定する。
まず減衰の次数である M は急峻すぎると計算精度の点で不都合であるため 2～4 程度が一般的である。また PML
の層数 L はあまり大きすぎるとメモリの使用量と計算時間も増加してしまう、また小さすぎると反射が大きくなってしま
うので 4～16 程度が一般的である。













以下の図 3.1 のような口径の矩形導波管の場合 TEモード、TMモードの伝搬式は以下のように表せる。
TEモード：

























sin  lL x cos 
m
M y 






Z H≡⋅kk z , Y E≡⋅kk z  (3.3)
矩形導波管はある周波数以上でなければ伝送することができない。




















2  lL2 mM 2  (3.8)
lm=2/ lL 2 mM 2  (3.9)
一般的に矩形導波管では M:L=1:2 の比とすることで基本モードの TE10 モードのみを以下の範囲において伝送
することが出来る。
2L≥≥L  (3.10)
そのため、一般的な導波管は上記のように M:L を 1：2 の比で作られたものがほとんどである。
 3.2. 解析手法





今回は最も一般的な基本モード TE10 モードの解析での解析を行うため、まず(3.1)式のモード次数 l,mにそれぞ
れ 1、0 を代入する。
 




sin  L x
H y=0
(3.11)




Ex=0 , Ey=−ZH jH0
kz
kt2L
sin  L x  , Ez=0  (3.12)
(3.12)式において本来は E x , E y , E z の振幅の比がモード毎の振る舞いに大きく寄与するが、 TE10 モード
においては E y 成分以外すべて 0 となるため(3.12)式の係数をすべて整理すると
Ey=sin 

L x  (3.13)
となる。
最終的に(3.13)式に任意の時間波形を乗じたものを波源として用いることにより TE10 単一の解析が可能となる。
そして FDTD 法における計算の終了後、観測した入射波、反射波にフーリエ変換を施し、最終的な Sパラメータを
算出する。
以上をフローチャートにまとめると以下のようになる。
図 3.3 のフローチャートを基に図 3.4 で示すような矩形導波管の解析を行う。
このとき、図 3.4 の解析モデルにおける TE10 モードにおける遮断周波数は(3.8)式を用いて
およそ 6.7[GHz ] となる。
また、任意の時間波形として直流成分を含むガウシアンパルスを用いる。
このとき直流成分を含むガウシアンパルスは以下の式で表される。











図 3.5、図 3.6 の特性を持つガウシアンパルスを用いて亀裂を有する導波管の通過特性を算出する。
解析モデルは図 3.4 の矩形導波管に亀裂をモデリングしたものとする
また解析パラメータは以下の通りである。
 x= z=1.5×10−3 [m ] , y=0.75×10−3[m] ,t=1.67[ ps] 亀裂の詳細なモデルを以下に示す。
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図 3.5: 入射波（時間領域） 図 3.6: 入射波（周波数波形）
図 3.7: S21
図 3.8: 亀裂モデル
以下に図 3.8 の亀裂モデル１～亀裂モデル 4までを解析した結果を示す。
・亀裂モデル    1  
・亀裂モデル    2  
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図 3.9: W=3.0[mm] 図 3.10: W=6.0[mm] 図 3.11: W=9.0[mm]
図 3.12: W=12.0[mm] 図 3.13: W=15.0[mm]
図 3.14: W=3.0[mm] 図 3.15: W=6.0[mm] 図 3.16: W=7.5[mm]
図 3.17: W=9.0[mm] 図 3.19: W=10.5[mm] 図 3.18: W=12.0[mm]
・亀裂モデル    3  
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図 3.21: W=3.0[mm] 図 3.22: W=6.0[mm] 図 3.23: W=7.5[mm]
図 3.24: W=9.0[mm] 図 3.25: W=10.5[mm] 図 3.26: W=12.0[mm]
図 3.27: W=15.0[mm]
図 3.20: W=15.0[mm]
・亀裂モデル    4  
・考察
結果から亀裂モデル 2、3 については特定の周波数でおよそ-5dB程度のレベルの落ち込みが発生していることが










図 3.28: W=1.5[mm] 図 3.29: W=3.0[mm] 図 3.30: W=4.5[mm]















n  i , j 1
2
, k =sin 2 f n t   (3.16)
この式は次式と数式上同じ意味である。
E y
n  i , j 1
2









n  i , j 12 , k =sin 2 f nt E y




以上のソフトソースを用いて入射波形を図 3.5 のガウシアンパルスとして図 3.4 の矩形導波管の通過特性を解析
する。





図 3.37:入射波 （時間領域） 図 3.38: 通過波
図 3.39: 入射波（周波数領域） 図 3.40: 通過特性 S21
通過域における通過特性が算出できるため、使用には問題ないと考えられるため次に入射波と反射波の分離法
について考える。




y t =Ae−{ t n−T /0.29T}
2
⋅sin 2 f  t n  (3.19)
で表すことが出来る。
ただし、 T=0.646 /Bw
(3.19)式中の f はキャリア周波数、 Bw はバンド幅となる。
キャリア周波数を 7.5～13[GHz]の中心に近い 10[GHz]に設定し、バンド幅 Bw を変化させ、最適な値を求め
る
。
バンド幅    4[GHz]  
バンド幅    3[GHz]  
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図 3.41: 入射波（時間波形） 図 3.42: 入射波（周波数波形）
図 3.43: 入射波（時間波形） 図 3.44: 入射波（周波数波形）
バンド幅    2[GHz]  
バンド幅    1[GHz]  
以上の結果からバンド幅を 1[GHz]にすると、入射波の収束が早く、入射波と反射波の分離が可能である考えられ
る。
従って以降の計算にはキャリア周波数 f =10 [GHz ] 、バンド幅 Bw=1[GHz] を使用する。
図 3.41 の矩形導波管の反射特性 S11、通過特性 S21 を算出すると以下のような結果となる。
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図 3.49: 解析モデル
図 3.45: 入射波（時間波形） 図 3.46: 入射波（周波数波形）
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